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Аннотация 
Актуальность и цели. В нелинейной теории упругости в настоящее время 

отсутствует единое уравнение состояния, подобное закону Гука в линейной 
теории. Разработка новых эластомерных материалов, исследование различных 
биологических материалов приводит к необходимости создания новых моде-
лей отклика на внешние воздействия. В рамках гиперупругости это приводит  
к появлению новых математических выражений для потенциала энергии дефор-
мации. В коммерческих пакетах, предназначенных для расчета напряженно-
деформированного состояния конструкций из эластомеров, выражения для по-
тенциала энергии деформации жестко заданы. Для учета новых моделей прихо-
дится создавать новые пакеты прикладных расчетов. Их верификация проводит-
ся на известных точных решениях. Целью работы является нахождение некото-
рых точных решений одной модельной задачи с разными потенциалами.  

Материалы и методы. В качестве задачи, для которой отыскиваются точ-
ные решения, рассматривается задача о конечном продольном сдвиге круговой 
цилиндрической втулки между жесткими концентрическими обоймами. С од-
ной стороны, это одна из простейших задач, с другой стороны, она имеет  
прикладное значение, поскольку это одна из конструкций амортизатора сдви-
га. Рассматриваемая задача решалась многими авторами для различных по-
тенциалов. 

Результаты. В данной работе получены точные решения для двух потен-
циалов, для которых нам не удалось найти решения в литературе. Решения по-
лучены полуобратным методом. 

Выводы. Практическая значимость точных решений не исчерпывается их 
применением для верификации численных методов, они позволяют исследо-
вать эффекты, не описываемые линейной теорией. Показано, что различие по-
тенциалов приводит не только к количественному, но и к качественному раз-
личию решений. 

Ключевые слова: конечная антиплоская деформация, гиперупругий не-
сжимаемый материал, потенциалы энергии деформации, точные решения. 
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Abstract.  
Background. In the non-linear elastic theory at the present moment there is no 

uniform equation of state, similar to the Hooke law in the linear theory.  Develop-
ment of new elastomeric materials, research of various biological materials results in 
need of creation of new models of a response to external influences. Within a hyper 
elasticity it leads to emergence of new mathematical expressions for strain energy 
potential. In the commercial packages intended for calculation of an intense strained 
state of designs from elastoplastics, expressions for the potential of strain energy are 
rigidly set. For accounting of new models it is necessary to create new packages of 
applied calculations. Their verification is carried out on the known precise deci-
sions.  

Materials and methods. The purpose of work is finding of some precise solu-
tions of one model task with different potentials. As a task for which precise deci-
sions are found the task about terminating longitudinal shift of the circular cylindri-
cal plug between rigid concentric holders is considered. On the one hand it is one of 
the simplest tasks, on the other hand it has applied value as it is one of shift shock-
absorber designs.  

Results. The considered problem was solved by many authors for various poten-
tials. In this work precise decisions for two potentials specified in are received for 
which we did not manage to find solutions in literature. Decisions are received by 
the semi-inverse method. 

Conclusions. The practical significance of precise decisions is not exhausted 
their application for verification of numerical methods, they allow to investigate the 
effects which are not described by the linear theory. It is shown that the distinction 
of potentials brings not only to the quantitative, but also to qualitative distinction of 
decisions. 

Key words: finite antiplane deformation, hyperelastic incompressible material, 
the potential energy of deformation, exact solution 

Введение 

Решение задач нелинейной теории упругости для резиноподобных ма-
териалов осложняется тем, что неизвестен вид уравнения состояния, описы-
вающий с приемлемой точностью их поведение при любых видах нагруже-
ния, подобно закону Гука в линейной теории. На данный момент известно 
множество моделей, которые хорошо согласуются с экспериментом при од-
ном виде нагружения и плохо при другом для конкретных материалов. В ра-
боте [1] приведены 32 известные модели гиперупругих изотропных несжима-
емых материалов и предлагаются новые. В работе [2] можно найти еще  
12 моделей, неупомянутых в [1]. 

В распространенных коммерческих CAE-пакетах представлены в ос-
новном полиномиальные модели вида 

( ) ( )1 2
,

3 3i j
ij

i j
c I IW − −= . 

Здесь 1 2,I I  – главные алгебраические инварианты тензора деформаций 
Коши, причем в ANSYS для несжимаемого гиперупругого материала всего 
две: Муни – Ривлина и Арруды – Бойса. В  пакете SolidWorks несжимаемые 
гиперупругие материалы представлены тоже двумя моделями: Муни –  
Ривлина и Огдена. Более широкий спектр полиномиальных моделей предла-
гает ABAQUS. Для материалов, описываемых моделями, выражающимися 
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через 1 2,I I  трансцендентно или иррационально, приходится разрабатывать 
оригинальные численные пакеты. Для верификации новых пакетов необхо-
димы точные решения задач нелинейной теории упругости для выбранной 
модели материала в условиях неоднородной деформации. Существует пакет  
с открытым вводом потенциала Marc, но и его приходится верифицировать 
для новых потенциалов [3]. Целью работы является нахождение некоторых 
точных решений  одной модельной задачи с разными потенциалами. Точные 
решения позволяют исследовать эффекты, которые не описываются линейной 
теорией.  

Наиболее простым видом двумерной неоднородной деформации, поз-
воляющей найти точные решения, является антиплоская деформация. Ситуа-
ция осложняется тем, что для несжимаемых материалов конечная антиплос-
кая деформация возможна только в телах с потенциалами энергии деформа-
ции, удовлетворяющими условиям, сформулированным в [4]. Она всегда воз-
можна в материалах с обобщенным неогуковским потенциалом ( )1W W I= . 

Для потенциалов вида ( )1 2,W W I I=  антиплоская деформация возможна, 

например, в материале Муни – Ривлина и некоторых других. В общем случае 
реализуется более сложная  цилиндрическая деформация [5, 6].  

1. Постановка задач статики при конечной антиплоской деформации  

Обозначения и терминология соответствуют принятым в [7]. Общая по-
становка задач нелинейной упругости приводится к форме, удобной для 
дальнейшего рассмотрения [5]. Ориентируем пространственную декартову 
систему координат так, чтобы радиус-векторы точек в текущей R  и отсчет-
ной r  конфигурациях соответственно имели вид  

 ( ), ,x y z w x y x y z= + +  +  = + + R i j k r i j k ,  (1) 

где ( ), ,x y z  – координаты точек в отсчетной конфигурации, выбранные  

в качестве материальных; { }, ,i j k  – базис пространственной декартовой си-

стемы координат. Выражения (1) гарантируют, что деформация будет ан-
типлоской.  

Следуя [5], напряженное состояние однородного изотропного гипе-
рупругого несжимаемого материала с потенциалом энергии деформации 
( )1 2,W I I , где 1 2,I I  – главные инварианты тензора деформации Коши, мож-

но описать с помощью тензора истинных напряжений Коши S  в форме: 

0
2 1 2

2
W W W

w w p
I I I

   ∂ ∂ ∂= − ∇ ∇ + + + ×   ∂ ∂ ∂   
S E   

 ( )
1

W
w w w w p

I

 ∂ × ∇ + ∇ + ∇ ⋅∇ +  ∂   
k k kk .  (2) 

Через 0 0,= + = +E ii jj E E kk  обозначен единичный тензор, p  – функ-

ция гидростатического давления, / / /x y z∇ = ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂i j k  – оператор Га-

мильтона в отсчетной конфигурации.  
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Главные инварианты тензора деформации Коши получаются в виде 

1 2 3 ,I I w w= = +∇ ⋅∇  

 3 1I = .  (3) 

Уравнения равновесия в отсутствие массовых сил запишутся в форме 

   
2

1 2

,

0.

W
p w w

I

W W
w

I I

  ∂∇ =∇ ⋅ ∇ ∇  ∂ 


  ∂ ∂∇ ⋅ + ∇ =   ∂ ∂   

  (4) 

Исключая функцию гидростатического давления в первом уравнении 
из (4), получим 

 
2

0
W

w w
I

 ∂∇×∇ ⋅ ∇ ∇ = ∂ 
.  (5) 

Итак, потенциал энергии деформации должен обеспечивать совмест-
ность второго уравнения из (4) и уравнения (5). Условия выбора потенциала 
приведены в [4]. Очевидно, что этим условиям удовлетворяет обобщенный 
неогуковский потенциал, так как для него 2/ 0W I∂ ∂ = . 

При цилиндрической деформации (в том числе и при антиплоской) ци-
линдрическая боковая поверхность переходит вновь в цилиндрическую по-
верхность  с единичным вектором нормали x yN N= +N i j , поэтому силовое 

граничное условие на боковой поверхности ⋅ =N S f  запишется в виде  

 0
2

2 pl
W

p w w
I

 ∂⋅ − ∇ ∇ = ∂ 
N E f ,  (6) 

 
1 2

2 z
W W

w f
I I

 ∂ ∂⋅ + ∇ = ∂ ∂ 
N .  (7) 

Здесь плотность внешних усилий , 0pl z plf= + ⋅ =f f k f k  рассчитыва-

ется на единицу площади боковой поверхности в деформированном состоя-
нии (при антиплоской деформации площадь боковой поверхности не меняет-
ся). В выражении (6) величина plf  задает плотность внешних сил в попереч-

ной плоскости, необходимых для поддержания режима антиплоской дефор-
мации. Если этот режим поддерживается кинематически, то плотность уси-
лий plf  проявляется как реакция со стороны жестких обойм, между которы-

ми заключено деформируемое цилиндрической тело. В случае обобщенного 
неогуковского потенциала функция p  полагается равной нулю и напряжения 

в поперечной плоскости отсутствуют. Кинематические граничные условия 
сводятся к заданию на внешней боковой поверхности величины продольного 
сдвига. 
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2.  Модельная задача о конечном продольном сдвиге круговой  
цилиндрической втулки между жесткими концентрическими обоймами  

В качестве задачи, для которой отыскиваются точные решения, рас-
сматривается задача о конечном продольном сдвиге круговой цилиндриче-
ской втулки между жесткими концентрическими обоймами. С одной сторо-
ны, это одна из простейших задач, с другой стороны, она имеет прикладное 
значение, поскольку это одна из конструкций амортизатора сдвига. Внутрен-
няя обойма неподвижна, а внешняя сдвигается вдоль оси симметрии на Δ . 
Отсчетная и деформированная конфигурации втулки приведены на рис. 1.  

 

 
В качестве материальных будем использовать координаты  цилиндри-

ческой системы координат ( ), ,r zϕ  с единичным базисом: 1 cos sin= ϕ + ϕe i j , 

2 3sin cos ,= − ϕ + ϕ =e i j e k  и осью OZ , направленной вдоль оси симметрии 

втулки. Оператор Гамильтона в этом базисе получается в форме: 
1

1 2/ / /r r z−∇ = ∂ ∂ + ∂ ∂ϕ + ∂ ∂e e k . В данном случае антиплоская деформация 

является и осесимметричной, т.е. ( )w w r=  и ( )p p r= , таким образом, вы-

ражения (1)–(4) перейдут в следующие (штрих означает производную по r ): 

( )w r= +R r k , ( )( ) ( ) ( ){ 2
1 1 2 2 2 1 12 p r W r w r ′= + − + S e e e e e e  

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) }2
1 2 1 1 1W r W r w r W r w r p r ′ ′+ + + + + e k ke kk , 

   ( ) ( )1 2
1 2

, ;
W W

W r W r
I I

∂ ∂= =
∂ ∂

  (8) 

( )2
1 2 3 ,I I w r′= = +  

  
( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

2
2

1 2

1
,

0.

p r rW r w r
r

r W r W r w

 ′ ′ ′=  

 ′ ′+ = 

  (9) 
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Уравнение (5) является следствием второго уравнения в (9), т.е. осе-
симметричный вариант антиплоской деформации существует для любого по-
тенциала энергии деформации. 

Кинематические граничные условия запишутся в форме 

 ( ) ( )1 20,w R w R= = Δ .  (10) 

Найдем первый интеграл второго уравнения в (9): 

 ( ) ( ) ( )1 2 , const
c

W r W r w r c
r

′ +  = −  .  (11) 

Единичный вектор внешней нормали к внешней боковой поверхности 
втулки с уравнением 2r R=  равен 1e , поэтому сдвиговое усилие, рассчитан-

ное на единицу длины втулки по (7), (8) и (11), получается в виде 

( ) ( ) ( )
2 2

2 2 11 2 13 2 2
0 0

/ 1 1h R R d S R S R R d
π π

 = ⋅ ϕ = + ϕ =  Q e S e k  

( ) ( ) ( ) ( )13 2 2 2 2 2 22 4 41 2S R R R W R W R w R c  ′= π = π + = π k k . 

Откуда ( ) 14 ,c Q h Q−= π = Q . Таким образом, получаем 

2

2rz
c Q

r hr
σ = =

π
. 

В дальнейшем перейдем к безразмерным величинам: 

2

1 1
, , ,

21

R Q
q

R R hR

Δδ = κ = =
π μ

 

( ) ( )1

1 1
, , 1

w R r
v

R R

ρ
ρ = ρ = ≤ ρ ≤ κ . 

Соответствие обозначений для производных получим в виде 

( ) ( ) ( ) ( )dw r dv
w r v

dr d

ρ
′= ⇔ = ρ

ρ
 . 

С учетом этих соотношений выражение для касательного напряжения 
можно переписать: 

 ( )rz
qμσ ρ =
ρ

.  (12) 

Выражение (12) не зависит от потенциала энергии деформации и сов-
падает с решением линейной теории. 

В случае необходимости отыскания напряженного состояния в попе-
речной плоскости из первого уравнения в (9) находится функция гидростати-
ческого давления:  
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( ) ( ) ( ) ( )
1

2 2
2 0 2 0

1

1 1
r

R

d d
p tW t w t dt p tW t v t dt p

t dt t dt

ρ
   ′= + μ = + μ      . 

Безразмерная константа интегрирования 0p  находится из условия ра-

венства нулю главного вектора на торцевой поверхности. Поскольку попе-
речная плоскость при антиплоской деформации депланируется, то равенство 
нулю главного вектора в этой плоскости проще всего учесть с помощью 
несимметричного тензора Пиолы – Кирхгофа D , получаемого из тензора 

Коши с помощью соотношения T= ∇ ⋅D r S , записанного для несжимаемого 
материала. Вектором единичной нормали к поперечному сечению в отсчет-
ной конфигурации является вектор 3 =e k , поэтому имеем 

2 2

1 1

2 2

0 0
31 1 33

R R

R R

rdrd D D rdrd
π π

 ⋅ ϕ = + ϕ =    k D e k  

( ) ( )
2

1

2
33 1

1

2 4 2

R

R

D rdr R p W v d
κ
 = π = π − ρ ρ ρ ρ =  k k  

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 2 0 2

1 1

1
4 0

d
R tW t v t dt p W v d

t dt

ρκ  
  = π + μ − ρ ρ ρ ρ =   

 k   .  (13) 

Получили уравнение для нахождения 0p . 

Уравнение (11) можно переписать в виде 

 ( ) ( ) ( )1 2 2

q
W W v

μ
 ρ + ρ  ρ =  ρ

 .  (14) 

Это нелинейное дифференциальное уравнение используется для 
нахождения функции депланации поперечного сечения ( ) ( )1 1/w r R v r R= . 

3. Выбор моделей изотропного  
несжимаемого гиперупругого материала 

Рассматриваемая задача решалась многими авторами для различных 
потенциалов. Остановимся на некоторых из тех потенциалов [1], для которых 
нам не удалось найти решения в литературе. Поскольку для однородных ма-
териалов первого порядка 1W  и 2W  являются функциями только ( )v ρ  и неко-

торых параметров, то при подстановке конкретного выражения для потенци-
ала энергии деформации в уравнение (14) оно превращается в алгебраическое 
или трансцендентное уравнение относительно ( )v ρ . Успех в получении яв-

ного выражения для точного решения ( )v ρ  зависит от возможности получе-

ния явного выражения для решения этого уравнения относительно ( )v ρ . По-

лучение такого решения всегда возможно для алгебраических уравнений  
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степени не выше четвертой. Для трансцендентных уравнений получение яв-
ного выражения для решения проблематично.  

3.1. Решение для потенциала Фунга  

Здесь и ниже μ  – модуль сдвига линейной теории упругости. Хотя 

уравнение (14) для потенциала Фунга [1] ( )( ) ( )( )1/ 2 exp 3 1W I = μ β β − −  , 

трансцендентное относительно ( )v ρ : 

 ( )( ) ( )
2

v q
e v
β ρ ρ =

ρ
  ,  (15) 

тем не менее решение дифференциального уравнения найдено и выражается 
через функцию Ламберта ( )Lambert W z  [7] и экспоненциальный интеграл 

( )
1

Ei , tz az a e t dt
∞
− −=  :  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 1
Ei 1, Ei 1, 1

2
A Av q e e A A− ρ −  ρ = − + ρ −   

,  

 ( )
2

2

1 2
LambertW

2

q
A

 βρ =   ρ 
.  (16) 

Это утверждение проверяется непосредственной подстановкой (16)  
в (15). Для справки приводим соотношение [7]: 

[ ] ( )L / 1 , LambertW
d

L e L L z
dz

−= + = . 

Из (16) получаем жесткостную кривую резинометаллического аморти-
затора: 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 1
1, 1, 1

2
A A

i iq e e E A E A− κ −  δ = − + κ −   
.  (17) 

При 0β→  потенциал Фунга стремится к потенциалу Трелоара 

( )1 3 / 2W I= μ − , и выражение (17) стремится к известному выражению 

ln( )qδ = κ . На рис. 2 представлены кривые (17) для 2β =  (кривая 1) и 0,9β =  

(кривая 2). Штрихованная прямая соответствует потенциалу Трелоара.  
Во всех случаях 2κ = . Видно, что зависимости нелинейные и приближаются 
с уменьшением β  к зависимости Трелоара снизу, т.е. описывают более жест-

кие материалы. 
Поскольку потенциал Фунга относится к классу обобщенных неогуков-

ских потенциалов, то напряженное состояние в поперечной плоскости не воз-
никает. Представляет интерес рассмотрение потенциала, зависящего от обоих 
главных алгебраических инвариантов 1 2,I I . В этом случае возникает поле 

напряжений в поперечной плоскости.  
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Рис. 2 

3.2. Решение для потенциала Гента – Томаса 

Выражение для потенциала Гента – Томаса [1] 

( ) 2
1

3 2 3
3 ln , 0

6 3 2

I
W I

− β = μ − +β ≤ β <  
, 

приведено в форме, при которой уравнение состояния с этим потенциалом 
при малых деформациях переходит в закон Гука. 

Уравнение (14) для потенциала Гента – Томаса эквивалентно алгебраи-
ческому уравнению третьего порядка относительно ( )v ρ : 

( ) ( ) ( ) ( )3 2
2 3 3 9 9 0v q v v qβ − ρ  ρ  +  ρ  − ρ ρ + =      .  

Поскольку уравнение имеет вещественные коэффициенты, то у него 
либо три вещественных корня, либо два комплексно сопряженных и один 
вещественный корень. В нашем случае для значений 0 0,8,q≤ <  0 3 / 2≤ β <  

реализуется второй вариант. Единственный вещественный корень имеет вид 

 ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 1/3 2/3 2

1/3

3 2 3 3 3 2 3

2 2 3

i i q iqH i H i
v

H

 − + + + + − ρ β − ρ =
β − ρ

 ;  (18) 

( ) ( )3 2 29 2 5 3 3 2 3H q q= − − β − β + ρ + β − ρ×  

( ) ( )4 2 2 2 43 3 6 2 3 3 2q q× + β − β + ρ + − β ρ . 

По (18) находятся выражение для ( )v ρ  и жесткостная кривая амортиза-

тора: 

  ( ) ( )
1

v v t dt
ρ

ρ =   , ( )
1

v d
κ

δ = ρ ρ  .  (19) 
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При 0β→  потенциал Гента – Томаса стремится к потенциалу Тре-

лоара. На рис. 3 представлены кривые (19) для 1,3β =  (кривая 1) и 1,0β =   

(кривая 2). Штрихованная прямая соответствует потенциалу Трелоара. Во 
всех случаях 2κ = . Видно, что зависимости нелинейные и приближаются  
с уменьшением β  к зависимости Трелоара сверху, т.е. описывают более мяг-

кие материалы. 
 

 

Рис. 3 
 
Представляет интерес сравнение распределения тангенциальных 

напряжений 22Sϕϕσ = , не учитываемых линейной теорией, с касательными 

напряжениями от продольного сдвига rzσ . 

Для потенциала Гента – Томаса ( )
12

2 3W v
−

 = μβ ρ + 
  и уравнение (13) 

можно переписать в виде  

 
( )

( ) ( )
( )

2

0 2 2 2
1 1

2 1

1 3 3

v td
p dt v d

t dt v t v

ρκ   βρ β  = − ρ ρ ρ     − κ + ρ +       
 




 
.  (20) 

Подставляя (18) в (20), получим выражение для нахождения 0p , кото-
рое не приводится из-за громоздкости. Для примера на рис. 4 представлены 
зависимости 0p  от q  для 1,3β =  (кривая 1) и 1β =  (кривая 2). В обоих слу-
чаях 2κ = . 

Для тангенциального напряжения получаем выражение 

 
( )

( )

2

02
1

1
2 2

3

v td
p dt p

t dt v t

ρ

ϕϕ

  βρ  σ = = μ +   +     





.  (21) 

Подставляя (18) в (21), получим окончательное выражение. На рис. 5 
представлены распределения относительных напряжений /rzσ μ  (кривая 1)  
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и /ϕϕσ μ  (кривая 2) при 1,3β =  и 2κ = . Видно, что концентрация тангенци-

альных напряжений вполне сопоставима с концентрацией касательных 
напряжений. 

 

 

Рис. 4 
 

 

Рис. 5 

Заключение  

Получены новые точные аналитические решения одной задачи нели-
нейной теории упругости для двух потенциалов энергии деформации несжи-
маемого материала. В качестве модельной рассматривалась известная задача 
об антиплоской осесимметричной деформации цилиндрической втулки меж-
ду жесткими концентрическими обоймами. Исследован нелинейный эффект 
возникновения напряженного состояния в поперечной плоскости под дей-
ствием конечного продольного сдвига. Полученные решения предназначены 
для верификации численных методов. 
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